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注意：这是一个非正式的简介，所以没有列出相关的参考文献，以后我会陆续完善。写 EM 简介的

文章很多，我这里希望能对初学者有所帮助。水平有限，如有错误，敬请指正。 

Expectation-Maximization (EM) 算法是一个在含有隐含变量的模型中常用的算法，最常见的是用于高

斯混合模型 (Mixtures of Gaussians), 但 EM 算法的应用决不仅仅限于此 。 

假设我们要估计联合概率密度���, �|��，其中�为可以观测的变量，�为隐含变量，	为参数。令

�, � � 
���, ���, … , ��� , ���。��� , ���, � � 
1,2, … , �是相互独立的。给定�，考虑	的最大似然估
计(Maximum Likelihood),也就是最大化下面式子: 

��	|�� � log∏ ����|	� � ∑ log ����|	� � ∑ �� ∑ ����, ��|	��!���  . 

写的更一般一些，可以为： 

��	|�� � log ���|	� � log∑ ���, �|	��  。如果�是连续变量，��	|�� � log" ���, �|	�#� 

 

基本的 EM 算法： 

假设�可观测，那么���|�, �� � log ���, �|	�, 通常来说比较容易求解，特别是如果���, �|	�是指
数族的情况下。 

定义$函数: $�	,	%&'� � ()��|�,	*+,�-���|�, ��. 
E-step：Compute ���|�,	%&'� 
M-step: 	/01 � argmax	$�	,	%&'� 
可以证明每次 EM 都可以使得��	|��增加，保证收敛到局部极大值。 

 

上述的 EM 算法虽然描述简单，但不是很直观，下面从另外一个角度来导出 EM 算法。 

从优化的角度导出的 EM 算法： 

首先介绍 Jensen 不等式:  

假设6���为凸函数函数（对于凹函数，不等号方向相反），（对于二阶可导的情况，可以考虑证明
Hessian 矩阵是非负定的，一维情况677�8� 9 0）, 对于随机变量�,有 

(-6���. 9 6�(�� 
恒成立，等号成立当且仅当� � (�, 以概率 1 成立（�是常数）。如图 1 所示。  



 

图 1. 凸函数 

很容易验证log �8�是凹函数。由于直接优化��	|�� � log ���|	� � log∑ ���, �|	�� 很难，考虑

��	|��的下界，假设<���为任意概率密度： 

��	|�� � log=���, �|	� � log=<��� ���, �|	�<�����
� log(>��� ?���, �|	�<��� @ 

由 Jensen 不等式: 

log (>��� ?���, �|	�<��� @ 9 (>��� ?log ���, �|	�<��� @ 
等号成立当且仅当)��,�|	�

>��� � (>��� A)��,�|	�>��� B �  ���|	� � C�DEFGDF, 所以有<��� �  ���|�,	�。可见，
这就是在基本 EM 算法中的 E-step。 

而 M-step 则变为: 

	/01 � argmax	H log (>��� I���, �|	
H�

<��� J � argmax	H(>��� ?log ���, �|	
H�

<��� @ 
总结，考虑最大化��	|��下界(>��� Alog )��,�|	�>��� B � ∑ <��� log )��,�|	�>���� 的问题，从而解决了最大化

��	|��的问题。利用 Jensen 也很容易证明��	|��是递增的。假设	K , 	KL�为迭代第D, D M 1的值,

并且 <K��� �  ���|�,	N�有： 

��	NLO|�� � log(>P��� I���, �|	
NLO�

<K��� J 
                      

9 (>P��� Ilog ���, �|	
NLO�

<K��� J 
9 (>P��� ?log ���, �|	

N�
<K��� @ 

� ��	N|�� 
上式中第一个不等式是由于 Jensen 不等式，第二个是由于 M-step 求最大的性质。 

有些时候，<��� �  ���|�,	�也不是能够显示的计算出来的，这个时候最大化��	|��就显得相当困
难。这个时候，可以考虑不一定保证 Jensen 不等式一定取等号。如果给定<���某种形式，就得到
Variational EM 算法。 

To be continued … 


