
初等数论



素数的判定（素性测试）

• Miller-Rabin素性测试

• 如果𝑛为素数，取𝑎 < 𝑛,设𝑛 − 1 = 𝑑 × 2𝑟，则要么𝑎𝑑 ≡ 1(mod 𝑛)，
要么∃0 ≤ 𝑖 < 𝑟, 𝑠. 𝑡. 𝑎𝑑×2

𝑖
≡ −1(mod 𝑛)



素数的判定

• 常规做法：选取𝑘个不同的数进行miller-rabin素性测试

• 如果都通过则为质数

• 2,3,5,7,13,29,37,89

• 𝑂(𝑘 log 𝑛)



Miller Rabin练习题

• HDU 2138

• Luogu 3383

• BZOJ 4802



Pollard-Rho

• 对大数𝑝分解质因数

• 如果𝑝为质数则停止（通过Miller rabin进行检验）

• 否则我们要尝试找到一个数𝑎使得𝑎为𝑝的一个因子

• 问题可以转换为找到一个数𝑎使得gcd 𝑎, 𝑝 ≠ 1



Pollard-Rho

• 方案一：随机一个数𝑎检查，复杂度？

• 方案二：利用生日悖论减少枚举量

• 生日悖论：从𝑛个数中随机选取𝑘个两两之差全部不等于𝑐的概率

约为𝑂
1

𝑛𝑘
2



Pollard-Rho

• 核心问题：要找到𝑘个数，检查这𝑘个数两两的差与𝑝的最大公因
数

• 伪随机函数：𝑓𝑖 = 𝑓𝑖−1
2 + 𝑐

• 如果gcd 𝑓𝑖 − 𝑓𝑗 , 𝑝 ≠ 1，则

• 𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑗+1 = (𝑓𝑖 − 𝑓𝑗)(𝑓𝑖 + 𝑓𝑗)与𝑝的最大公因数也不为1



Pollard-Rho

• 方法一：令𝑖 = 𝑗 = 0, 𝑣1 = 𝑓𝑖 , 𝑣2 = 𝑓𝑗

• 每次令𝑖 += 1, 𝑗 += 2

• 检查 𝑣1 − 𝑣2 和𝑝的最大公因数

• 假设最大公因数𝑣 ≠ 1，则说明找到了一个因子

• 此时继续对𝑣和
𝑝

𝑣
进行分解即可



Pollard-Rho

• 方案一的弊端：

• 每次都需要进行一次log级别的gcd操作

• 操作次数取决于循环节的长度

• 优化：倍增+奇怪操作



Pollard-Rho

• （该方法没有任何理论依据 只是实践很有效果）

• 每次计算𝑔𝑐𝑑是不必要的

• 没计算连续一段的乘积 然后再做gcd是一样的效果

• 1、枚举𝑖 ∈ 2𝑗 , 2𝑗+1 ,计算所有 𝑓𝑖 − 𝑓2𝑗 的乘积，检查与𝑝的𝑔𝑐𝑑

• 2、但是这样长度太长才检查一次，所以再加一个每𝑡次乘积之后
就检查一次的条件，一般𝑡 = 128（此处无任何道理）



Pollard-Rho练习题

• BZOJ 3667

• Luogu 4718

• Bzoj 4522

• 都是裸题



原根

• 原根的定义：

• 如果𝑎模𝑚的阶等于𝜙(𝑚)，则𝑎叫做𝑚的原根

• 阶的定义：

• 找到一个最小的𝑘，使得𝑎𝑘 = 𝑎0，则𝑘是𝑎的阶



原根

• 对于正整数𝑚，𝑚有原根当且仅当𝑚 = 2,4, 𝑝𝑎, 2𝑝𝑎，其中𝑝是奇素
数

• 原根怎么求？

• 1、暴力

• 2、优化暴力



BZOJ 1420

• 给定𝑘, 𝑝, 𝑎

• 求𝑥𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑝)的所有解

• 𝑝 ≤ 109且是质数, 2 ≤ 𝑘 ≤ 105



BZOJ 1420

• 求出原根𝑔

• 假设𝑥 = 𝑔𝑦 , 𝑎 = 𝑔𝑧

• 则原方程变为

• 𝑔𝑘𝑦 ≡ 𝑔𝑧(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

• 𝑘𝑦 ≡ 𝑧(𝑚𝑜𝑑 𝑝 − 1)

• EXGCD解之即可

• BZOJ 1319双倍经验



BSGS

• 求𝑎𝑥 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑝 的一组解

• 𝑝 ≤ 109且是质数



P136 T3 改

• 求斐波那契数列关于给定数𝑝的循环节长度

• 𝑝 ≤ 106



P136 T3 改

• 应用BSGS至矩阵乘法

• 不需要矩阵求逆

• 类似的题 BZOJ 4128



HDU 2815

• 给定𝐴, 𝐵, 𝐶

• 求𝐴𝑥 ≡ 𝐵(𝑚𝑜𝑑 𝐶)的最小非负整数解

• 𝐴, 𝐵, 𝐶 ≤ 109，无其他约束



HDU 2815

• 令𝐴𝑥 = 𝐶𝑡 + 𝐵, 𝑔 = gcd(𝐴, 𝐶)

• 若𝐵 𝑚𝑜𝑑 𝑔 ≠ 0则无解

• 则式子变化为

•
𝐴

𝑔
⋅ 𝐴𝑥−1 =

𝐶

𝑔
𝑡 +

𝐵

𝑔
⇒

𝐴

𝑔
⋅ 𝐴𝑥−1 =

𝐵

𝑔
𝑚𝑜𝑑

𝐶

𝑔

• 则转化为了原来的问题

• 双倍经验 SPOJ 3105



拓展中国剩余定理

• 其实我完全不知道中国剩余定理有拓展一说

• 我所知道的方法是可以解决模数不互质等情况的

• 问题定义：

• 给定𝑁个方程

• 𝑥 ≡ 𝑏𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝑚𝑖)

• 求𝑥



方法一：大数翻倍法

• 考虑合并两个方程

• 𝑥 ≡ 𝑏1 𝑚𝑜𝑑 𝑝1 , 𝑥 ≡ 𝑏2 𝑚𝑜𝑑 𝑝2 , 𝑝1 > 𝑝2
• 则暴力枚举

• 𝑏1, 𝑏1 + 𝑝1, 𝑏1 + 2𝑝1, ⋯

• 检查是否满足条件

• 至多只用枚举𝑝2次

• 复杂度？



方法二——拓展欧几里得

• 考虑合并两个方程

• 𝑥 ≡ 𝑏1 𝑚𝑜𝑑 𝑝1 , 𝑥 ≡ 𝑏2 𝑚𝑜𝑑 𝑝2
• 则

• 𝑥 = 𝑘1𝑝1 + 𝑏1 = 𝑘2𝑝2 + 𝑏2 ⇒ 𝑘1𝑝1 − 𝑘2𝑝2 = 𝑏2 − 𝑏1
• 设𝑔 = gcd 𝑝1, 𝑝2 则

•
𝑝1

𝑔
𝑘1 ≡

𝑏2−𝑏1

𝑔
𝑚𝑜𝑑

𝑝2

𝑔

• 用扩欧解出𝑘1之后则有答案



筛法——线性筛

• 重中之重

• 必须掌握



积性函数

• 如果函数𝑓满足gcd 𝑎, 𝑏 = 1时有𝑓 𝑎𝑏 = 𝑓 𝑎 𝑓(𝑏)，则𝑓叫做积
性函数

• 如果取消互质的条件则叫做完全积性函数



狄利克雷卷积

• 定义：

• 𝑓 ∗ 𝑔 𝑛 = σ𝑑|𝑛 𝑓 𝑑 𝑔
𝑛

𝑑



狄利克雷卷积

• 三个性质：

• 交换律：𝑓 ∗ 𝑔 = 𝑔 ∗ 𝑓

• 结合律： 𝑓 ∗ 𝑔 ∗ ℎ = 𝑓 ∗ (𝑔 ∗ ℎ)

• 分配律： 𝑓 + 𝑔 ∗ ℎ = 𝑓 ∗ ℎ + 𝑔 ∗ ℎ

• 三个等式：

• 𝜇 ∗ 𝐼 = 𝜖（𝜖 𝑛 = 𝑛 = 1 , 𝐼 𝑛 = 1）

• 𝜙 ∗ 𝐼 = 𝑖𝑑（𝑖𝑑 𝑛 = 𝑛）

• 𝜇 ∗ 𝑖𝑑 = 𝜙



莫比乌斯反演

• 如果𝑔 𝑛 = σ𝑑|𝑛 𝑓(𝑑)

• 则𝑓 𝑛 = σ𝑑|𝑛 𝜇 𝑑 𝑔
𝑛

𝑑



莫比乌斯反演

• 如果𝑔 𝑛 = σ𝑑|𝑛 𝑓(𝑑)

• 则𝑓 𝑛 = σ𝑑|𝑛 𝜇 𝑑 𝑔
𝑛

𝑑

• 证明：

• 𝑔 = 𝑓 ∗ 𝐼

• 𝑔 ∗ 𝜇 = 𝑓 ∗ 𝐼 ∗ 𝜇 = 𝑓 ∗ 𝐼 ∗ 𝜇 = 𝑓 ∗ 𝜖



筛法——杜教筛

• 目标是求某个积性函数𝑓的前缀和

• 设前缀和为𝑆，则考虑另外一个函数𝑔

• σ𝑖=1
𝑛 𝑓 ∗ 𝑔 𝑖 = σ𝑖=1

𝑛 σ𝑑|𝑖 𝑔 𝑑 𝑓
𝑖

𝑑

• = σ𝑑=1
𝑛 𝑔(𝑑)σ

𝑖=1

𝑛

𝑑 𝑓 𝑖 = σ𝑑=1
𝑛 𝑔 𝑑 𝑆

𝑛

𝑑



杜教筛

• 目标：𝑔 1 𝑆(𝑛)

• 𝑔 1 𝑆 𝑛 = σ𝑖=1
𝑛 𝑓 ∗ 𝑔 𝑖 − σ𝑑=2

𝑛 𝑔 𝑑 𝑆
𝑛

𝑑

• 使用杜教筛的条件：

• 𝑓 ∗ 𝑔的前缀和很好算

• 𝑔很好算

• 所以核心就是𝑔的构造



杜教筛



杜教筛练习

• 1、σ𝑖=1
𝑁 𝜇𝑖

• 2、σ𝑖=1
𝑁 𝜙𝑖

• 3、σ𝑖=1
𝑁 𝜙𝑖 × 𝑖

• 4、σ𝑖=1
𝑁 𝜙𝑖 × 𝑖2



杜教筛练习

• 1、𝜇 ∗ 𝐼 = 𝜖

• 2、𝜙 ∗ 𝐼 = 𝑖𝑑

• 3、𝑓 ∗ 𝑔 = σ𝑑|𝑛 𝑑 × 𝜙 𝑑 𝑔
𝑛

𝑑

• 只要使得𝑔
𝑛

𝑑
里面出来一个除以𝑑就可以把前面的𝑑干掉了

• 另𝑔 𝑛 = 𝑖𝑑 𝑛 = 𝑛，则

• σ𝑑|𝑛 𝑑 × 𝜙 𝑑 𝑔
𝑛

𝑑
= 𝑛σ𝑑|𝑛𝜙 𝑑 = 𝑛2



杜教筛练习

• 4、 𝑓 ∗ 𝑔 = σ𝑑|𝑛 𝑑
2 × 𝜙 𝑑 𝑔

𝑛

𝑑

• 令𝑔 𝑛 = 𝑛2则

• 𝑓 ∗ 𝑔 = 𝑛2 σ𝑑|𝑛𝜙 𝑑 = 𝑛3



HDU 4610

• 4个条件：𝑁是质数、𝑁的因子个数是质数、𝑁的所有因子之和是
质数、𝑁的所有因子的乘积是一个完全平方数

• 一个数每满足一个条件加一分

• 给定𝑁个不超过106的数，从里面选𝐾个使得分数的和最大

• 𝑁 ≤ 104



HDU 4610

• 核心问题只有第三点比较麻烦

• 使用miller rabin解决第三点即可



BZOJ 2257

• 给定𝑁个数，要求从这𝑁个数中找𝐾个数，使得这𝐾个数的最大公
因数最大

• 𝑁 ≤ 1000



BZOJ 2257

• 质因数分解统计次数

• 排序选最大即可



BZOJ 1129

• 给定序列𝑠

• 求序列𝑠的字典序排名对𝑚取模的值

• 𝑛 ≤ 300000

• 𝑚 ≤ 109

• 𝑠𝑖 ≤ 300000



BZOJ 1129

• 考虑计算有多少个排列小于𝑠

• 枚举第一位变小的地方

• 相当于是询问后半部分有多少比这个数小（树状数组）

• 需要除以每个数出现的次数的阶乘

• 𝑚不是质数，所以做质因数分解之后用中国剩余定理合并即可



BZOJ 2005

• 求σ𝑖=1
𝑛 σ𝑗=1

𝑚 gcd(𝑖, 𝑗)

• 𝑛,𝑚 ≤ 106



BZOJ 2005

• σ𝑖=1
𝑛 σ𝑗=1

𝑛 gcd(𝑖, 𝑗) = σ𝑖=1
𝑛 σ𝑗=1

𝑚 σ𝑑| gcd 𝑖,𝑗 𝜙 𝑑

• = σ𝑑=1
𝑁 𝜙(𝑑)σ𝑖=1

𝑖×𝑑≤𝑛σ𝑗=1
𝑗×𝑑≤𝑚

1

• = σ𝑑=1
𝑁 𝜙 𝑑

𝑛

𝑑

𝑚

𝑑



51NOD 1237

• 求σ𝑖=1
𝑛 σ𝑗=1

𝑛 gcd(𝑖, 𝑗)

• 𝑛,𝑚 ≤ 1010



51NOD 1237

• 先转化式子

• σ𝑖=1
𝑛 σ𝑗=1

𝑛 gcd(𝑖, 𝑗) = σ𝑑=1
𝑛 𝑑 σ𝑖=1

𝑖×𝑑≤𝑛σ𝑗=1
𝑗×𝑑≤𝑛

[gcd 𝑖, 𝑗 = 1]

• = σ𝑑=1
𝑛 𝑑 σ𝑖=1

𝑖×𝑑≤𝑛σ𝑗=1
𝑗×𝑑≤𝑛σ𝑘|𝑖,𝑘|𝑗 𝜇 𝑘

• = σ𝑑=1
𝑛 𝑑 σ𝑘=1

𝑘∗𝑑≤𝑁 𝜇 𝑘
𝑛

𝑘𝑑

2

• = σ𝑠=1
𝑛 𝑛

𝑠

2
σ𝑡|𝑠 𝑡𝜇

𝑠

𝑡
= σ𝑠=1

𝑛 𝑛

𝑠

2
𝜙 𝑠



51NOD 1237

• 显然杜教筛

• 先外部用数论分块干掉
𝑛

𝑠

• 然后用杜教筛求内部𝜙的区间和



BZOJ 2219

• 给定𝑥𝐴 ≡ 𝐵 𝑚𝑜𝑑 𝐶

• 求𝑥在[0, 𝐶)上整数解的个数

• 1 ≤ 𝐴, 𝐵, 𝐶 ≤ 109

• 𝐶是奇数



BZOJ 2219

• 先做质因数分解，最后用中国剩余定理合并

• 则此时有𝐶 = 𝑝𝑘

• 分三种情况讨论

• 𝐵 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘

• gcd 𝐵, 𝑝𝑘 > 1

• gcd 𝐵, 𝑝𝑘 = 1



BZOJ 2219

• 𝐵 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘

• 这个时候只要保证𝑥有至少𝑝
𝑘

𝐴 这个因子即可



BZOJ 2219

• gcd 𝐵, 𝑝𝑘 > 1

• 则𝐵 = 𝑝𝑟 × 𝑏，则有𝑥𝐴 ≡ 𝑝𝑟 × 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘

• 则必须有𝐴|𝑟

• 所以有 𝑝
𝑟

𝐴 ⋅ 𝑦
𝐴

≡ 𝑝𝑟 × 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘

• 所以有𝑦𝐴 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘−𝑟

• 转化为情况3



BZOJ 2219

• gcd 𝐵, 𝑝𝑘 = 1

• 设原根为𝑔

• 则𝑥 = 𝑔𝑎, 𝐵 = 𝑔𝑏

• 所以𝑔𝑎𝐴 ≡ 𝑔𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘

• 𝑎𝐴 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝜙 𝑝𝑘

• 然后就是小问题了



如果我们有时间我们再讲这个








