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1 前言

终于赶在 NOIp2019 前把这六道题写完了...

听闻 NOIp 没了？？？

从此 NOIp2018 成绝唱了？？？

只好以此题解来缅怀我逝去的金钱多年的 OI 生涯...

考虑到 NOIp2018网上很难找到靠谱的题解。比如很多神仙 day2t2直接丢公式，day2t3
直接说动态 dp 裸题（确实挺裸的），然后直接丢动态 dp 教学...

因此，本题解旨在服务于真·NOIp 选手，不会出现花里胡哨的算法，尽可能做到通俗
易懂。

代码见我的博客：https://www.cnblogs.com/NaVi-Awson/p/11366652.html。

2 Day1 T1 铺设道路

由贪心的思想，我们需要每次最大化下陷的效果。即每一次下陷，都要尽可能地带动

边上的位置下陷。

那么我们可以从左至右扫一遍高度数组 d，若 di > di−1，那么我们需要的天数增加

di − di−1 天。这是由于 i 这个位置的前 di−1 的高度可以跟随第 i− 1 个位置一起下陷，而

剩下 di − di−1 的高度需要独自下陷，当然也可能带动后边的位置下陷。

• 时间复杂度：O(n)；

• 空间复杂度：O(1) 或 O(n)，取决于是否开数组存高度。

3 Day1 T2 货币系统

一个显然的结论就是最简的货币系统中的某一种面值一定不能被该系统中其他的面值

表示。因为有这种面值存在时，你可以除去之，使系统更简。

进一步地，我们可以知道，最简的货币系统中一定只包含原系统中的面值。
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可以用反证法证明，我们感性地理解一下（注意，感性 ̸= 不严谨）。其一，若出现的面
值可以被原系统的面值表示，由前面第一条结论，并且该面值不可能代替原有的比它小的

面值，显然不合理；其二，若出现的面值不能被原系统的面值表示，这就不符合题目含义

了，更加不可能。

因此我们需要做的就是找到所有“冗余”（即能被其他面值表示）的面值，把它删掉即

可。于是做一次完全背包，若一种面值能被除自己以外的方法表示，就把它剔除。

• 时间复杂度：O(n× max{ai})；

• 空间复杂度：O(max{ai})。

4 Day1 T3 赛道修建

题目要求最大化最小值，显然直接二分答案就好了。

记二分的长度为 l，现在问题就转化成了，是否能在这棵树上找到 m 条以上长度 ≥ l

的路径。

具体可以树形 dp 来实现。树形 dp 基于一个贪心：只要某条路径长度 ≥ l 就把他截

断，因为剩余部分加在这条路径中并不会使得答案更优。考虑怎么处理节点 u：

首先我们需要将子树信息合并。对于节点 u 的某一个儿子（设为 v) 所在的子树，由于
边 (u, v) 不能重复使用，那么我们设在最优状态下（最优状态的定义之后再说）连上来的
最长链的长度为 fv（fv 中包含了 (u, v) 的长度）。遍历完所有子树后，我们可以从每一个

子树中都得到一条链，接下来需要做的就是将能够两两合并使长度和 ≥ l 的链合并。对于

某一条长度为 fv 的链，由贪心的思想，需要在未合并的链中找到长度 ≥ l − fv 且最小的

一条出来。那么我们需要一个可支持删除，查找后继的数据结构出来。可以选择手写平衡

树或直接用 STL 的 multiset。当然了事先需要将链集合中长度 ≥ l 的链统计答案并舍去。

最后匹配完全后，就是我们说的最优状态。若此时集合中还剩元素，我们就把最长的

那条作为 f 值传给 u 的父亲，记得加上边 (u, fau) 的长度。若集合为空，那就直接把边

(u, fau) 长度作为 f 值传上去。

• 时间复杂度：O

(
n logn log

∑
li

m

)
，并不满，极端情况是菊花图；
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• 空间复杂度：O(n)。

5 Day2 T1 旅行

先考虑对于一棵树的情况怎么做。根节点一定是 1，这是肯定的。由于题目说了走到叶
子节点才能往回走。那么显然对于当前节点 u，选一个未走过的编号最小的儿子走才会最

优。找编号最小儿子，可以事先将儿子丢进一个 vector，排序即可。

而对于基环树，直接暴力考虑删掉环上的某条边，将其变成树，再以 1 为根贪心遍历
即可。

• 时间复杂度：O(n2)；

• 空间复杂度：O(n)。

6 Day2 T2 填数游戏

这题题解的画风稍微转变一下，请先将题目读懂。

引理 6.1 交换 n,m 的值，答案不会发生变化。

证明 6.1 交换后，直接将每个格子的 01 状态取反即可。

引理 6.2 对于 x + y 为定值的所有点 (x, y)，构成一条斜线，自左向右是连续的一段

1 加上连续的一段 0，可以全部相同。

证明 6.2 由于“DR 字符串”向下走字典序更小。所有一条到 (x, y) 的路径向两个方向

走的时候必须要有 (x+1, y) 上的数字不小于 (x, y+1) 即任意 (x, y) 不小于 (x− 1, y+1)。

引理 6.3 若 (x − 1, y) 和 (x, y − 1) 上的数字相同，那么以 (x, y) 为左上角的极大的

子矩阵中在每个斜行上的数字都相同。即对于 a ≥ x ∩ b ≥ y 的 (a, b) 有约束。
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证明 6.3 这是因为当 (x− 1, y) 和 (x, y − 1) 上的数字相同，从 (x− 1, y − 1) 经过这

两个位置再到 (x, y) 的路径的 01 串相同。也就是说到 (x, y) 有至少两条 01 串相同的路
径。那么接下来的每一步必须相同，否则会存在不满足限制的路径。

同时引理 6.2 与引理 6.3 是题目的充要条件，故之后的讨论只要满足这两点即可。由
引理 6.1 我们默认 n ≤ m，接下来对题目分析。

6.1 n = 1 的情况

这个时候填的每个数都不受约束，故答案为 2m。

6.2 n = 2 的情况

注意到，此时起点和终点可以随便填，方案数为 4，考虑剩下 m− 1 条斜线怎么填。

可知由于引理 6.2，同一对角线从左至右只能填 00,10,11 这三种情况。同时注意到：

若两个蓝色部分填数一样，引理 6.3 影响到的只会是红色的部分。而使红色部分中斜
线填数一样，就等于没限制。

因此答案为 4× 3m−1。

6.3 n ≥ 3 的情况

同样，起点和终点随便选。

若 (0, 1) 和 (1, 0) 相同

那么如图，会发现画了黑斜线的同一斜线上的部分等价于只有 3 个格子填数，其余部
分的斜线等价于只有 2 个格子或者 1 个格子，三个格子填数有 000,100,110,111 共 4 种情
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况，可以直接计算。

若 (0, 2), (1, 1) 和 (2, 0) 相同

如图，此时这三个格子填相同的数时影响的分别是两个矩阵。可以发现，尽管画斜线

的两个格子均为红色且在一条斜线上，但由于它们分别属于两个不同的矩形，故不会相互

约束，因此还要额外判断这一条斜线填什么，之后的就与上一种情况相同了。

这里的话，应该要发现一条规律：长度为 x 的斜线，满足要求的填数方案为 x+ 1 种。

证明很显然。

若 (1, 1) 与 (2, 0) 或 (0, 2) 相同

以 (1, 1) 与 (2, 0) 为例，另一种情况类似。

如图，此时影响的只有红色的区域。并且，这样填了之后，以后的每条斜线中本质上

不同的格子都降到了 4 个及以下。

接着考虑后面一条斜线怎么填。
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如果填 0000, 1100, 1000, 1111，可以发现得到的局面都是这样的：

此时后面一行就和第二种情况相似了，填完后面这一行后，就能够变成第一种情况。

而如果填 1110，此时之后的状态会维持现状。但这个时候这一行是唯一确定的，故我

们只需要去考虑再下一行怎么填就行了。

因此对于 (1, 1) 与 (2, 0) 或 (0, 2) 相同这种情况，我们只需要去考虑当前这一行怎么

填。若是 0000, 1100, 1000, 1111 这四个中的一种，只需额外考虑下一行怎么填，之后的归

为第一种大情况；若是 1110，则去枚举下一行怎么填，如此往复。而且到最后斜线一定会

都位于红色区域内，是有终点可循的。

因此最后只需要考虑如何快速求出第一种大情况的答案。其实只需按斜线的顺序（总

共 n+m− 1 条斜线），用每条线能填的方案数做一遍后缀积即可。

• 时间复杂度：O(n+m)；

• 空间复杂度：O(n+m)。

这个算法还可以继续优化，但既然是纯 NOIp 题解，就不继续讲了。
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7 Day2 T3 保卫王国

若不存在钦定的点，那么这道题就是很经典的有关独立集的问题。

我们记 dpu,1/0 表示以 1 为根的树中，节点 u 选/不选时，以 u 为根的子树中满足条件

的最小花费。

那么可以得到转移方程：


dpu,0 =

∑
v is a child of u’s

dpv,1,

dpu,1 =
∑

v is a child of u’s
min{dpv,0, dpv,1}.

而对于钦定为选或不选的点，我们只需将它的 dp 值改为 ∞ 即可。而若每组询问都重
新来一次树 dp 显然复杂度承受不了。不过注意到，每次修改 a, b 两点状态时，发生影响

的点只存在 (a, b) 这条链上，以及 lca(a, b) 至根节点 1 的路径。

我们可以开一个倍增数组 fu,i,1/0,1/0 表示点 u 选/不选，u 的 2i 祖先选/不选，这条链
上所有点（不包含 u）以及从属它们的子树中选点符合条件时的最优解。

这个 f 数组其实很好预处理，倍增时只需考虑中转的点的状态即可。

考虑怎么统计答案，先考虑一般情况（a, b 从属 lca(a, b) 的不同子树）。

首先先要将深度大的点（设为 a）跳到与 b 同一高度，边跳边更新 dp 数组，实际上不
需要直接在原数组上修改，直接开两个变量，表示跳到当前点时，当前点选/不选得到的子
树中最优值。之后再两者一起跳到 lca(a, b)。

不过处理 lca(a, b) 时是需要合并两个子树的信息的，采取的策略是，利用原 lca(a, b)
处的 dp 值减去原来 a, b 所在子树的 dp 值，再加上这一次跳的值来更新。

最后再让 lca(a, b) 跳到根节点即可。

对于特殊情况：当 a, b 在一条链上时，倍增 a 之后已经在 lca(a, b) 上了，此时直接倍
增 lca(a, b) 即可；当 lca(a, b) 为根节点时，显然不需要倍增 lca(a, b) ，此时直接算出总答
案。

• 时间复杂度：O(n logn)；

• 空间复杂度：O(n logn)。
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