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1 群的基本概念

粗略地说，对称性是集合在某些变换下保持不变的性质。我们将通过最基本的例⼦

来说明如何利⽤“群”这个代数结构来研究对称性。

⼀个集合 X 上的变换被定义为从 X 到 X 的双射。如果 X 是有限集，我们也可

以把变换称为置换。把 X 上的全体置换记为集合 SX（当 X 中有 n 个元素，也可记为

Sn），它拥有以下⾃然的性质：

（1）对任意 f, g ∈ SX，都有 fg ∈ SX。（fg 表⽰ f 与 g 的复合）

（2）对任意 f, g, h ∈ SX，都有 (fg)h = f(gh)。

（3）存在恒等映射 iX ∈ SX，使得对任意 f ∈ SX，都有 fiX = iXf = f。

（4）对任意 f ∈ SX，都存在 f−1 ∈ SX，满⾜ ff−1 = f−1f = iX。

这些性质对应的代数结构极有价值，我们把它抽象地定义为群，⽽ SX 就是⼀个特

殊的群，我们称之为置换群。严格的定义群需要先定义⼆元运算和运算律：

▶ 定义 1.1: 对于集合 S，我们把映射 S × S → S 称为 S 上的二元运算。我们可以用

乘法、加法等等形式的记号来表示二元运算。

（1）若 (ab)c = a(bc) 对任意 a, b, c ∈ S 都成立，则称 S 上的运算满足结合律。

（2）若 ab = ba 对任意 a, b ∈ S 都成立，则称 S 上的运算满足交换律。

⼆元运算暗含了集合对运算的封闭性。⼀般来说，结合律是⽐交换律更为基本。如

果⼆元运算满⾜结合律，我们就能归纳地定义 n 个元素的计算，不再展开讨论。下⾯我

们给出群的定义：

▶ 定义 1.2: 设 S 是一个非空集合，在 S 上存在一个二元运算，若：

（1）运算满足结合律。
（2）S 中存在单位元“1”。

（3）S 中任意元素“a”都有逆元“a−1 或 −a”。

则称这个集合构成一个群 (S, ·)，或者群 G。

参照置换群的性质即可得知单位元和逆元的定义。不难证明，群中单位元是唯⼀的，

⼀个元素的逆元也是唯⼀的。

若⼀个群的乘法适合交换律，则称这个群为交换群或 Abel 群。（当交换群的运算⽤

加法“+”来表⽰，也称为加法群。）

若⼀个群只含有限个元素，则称之为有限群，否则就称为⽆限群。⼀般⽤ |G| 表⽰

G 的元素个数（阶 order），若 |G| = n，则称 G 为 n 阶群。

数集 Z,Q,R,C ⾃然带有群结构，且确定不同的运算，对应的群也不同。数论中⼀

个基本的例⼦是同余群：
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▶ 例 1.1: 设 Z/nZ = {0, 1, · · · , n− 1}，其元素为模 n 的同余类，可定义加法运算为取

两元素和的同余类。Z/nZ 构成一个加法群，单位元为 0，i 的逆元为 n − i。我们还可

以定义其上的乘法，但一个元素当且仅当它与 n 互素时才在集合中存在乘法逆元，乘法

只可定义在如下子集上：

(Z/nZ)∗ = {m ∈ Z/nZ|(m,n) = 1}

利用 (Z/nZ)∗ 的群结构，我们可以证明（思路是考虑集合内所有元素的乘积）：若
p 是一个素数，则

p|(p− 1)! + 1

另外⼏个常见的例⼦：

▶ 例 1.2: 记由八个元素组成的集合 Qs = {±1,±i,±j,±k}，定义乘法运算：

i2 = j2 = k2 = ijk = −1

可以验证 Qs 是一个非交换群，我们称之为四元数群（Quaternion group）。

▶ 例 1.3: 设 V = {1, a, b, c}，定义运算：

a2 = b2 = c2 = 1

ab = ba = c bc = cb = a ca = ac = b

可以验证 V 是一个 Abel 群，且满足：

abc = 1

我们称之为 Klein 四元数群。Klein 四元数群可应用于解决 Peg Solitaire 游戏产生
的有趣问题（此处不详细展开）。

▶ 例 1.4: 二面体群（Dihedral group）指平面正 n 边形的对称群，其包含 n 个旋转变

换和 n 个反射变换（变换前后完全对称的正 n 边形保持不变），确定运算为变换的复合。

一般记该群为 Dn，其中 |Dn| = 2n。

记 r 为逆时针旋转 2π/n 度，则可知群中的旋转变换包含 1, r, · · · , rn−1；记 s 为以

某一个轴进行的反射（显然 s2 = 1），可知反射包含 s, rs, r2s, · · · , rn−1s（分别对应 n根

对称轴）。所以我们可以得到群中的所有元素：

Dn = {1, r, · · · , rn−1, s, rs, · · · , rn−1s}

不妨思考：以上内容是否已经说明了 Dn 对变换的复合是封闭的？
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我们回过头来研究置换群的性质。⽅便起见，我们可以⽤矩阵来表⽰有限群 X（不

妨记 X = {1, 2, · · · , n}）上的置换：

σ =

(
1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

)
它表⽰置换 σ : k 7→ ik(k = 1, 2, · · · , n)。对于⼀类置换，我们可以把它简写为轮换：

(i1, i2, · · · , ik) =

(
i1 i2 · · · ik

i2 i3 · · · i1

)
不难证明，所有的置换都可以表⽰为⼀些轮换的乘积。特别地，所有轮换还可以表

⽰为⼀些长度为 2 的轮换——即对换的乘积。注意以上表⽰不具有唯⼀性。置换群的性

质不够明显，我们需要⽤⼀些⼿段来简化问题。

下⾯我们引⼊⼦群的概念。

▶ 定义 1.3: 设 G 是一个群，H ⊂ G。若 H 在 G 的运算下也成为一个群（满足乘法封

闭、求逆封闭），则称 H 是 G 的子群，记为 H ≤ G。

为了⽅便判断，我们有时会⽤到如下判则：

H ≤ G ⇔ ∀a, b ∈ H, ab−1 ∈ H

借此可以证明，任意多个 G 的⼦群的交仍是 G 的⼦群。但注意：⼦群的并不⼀定

是⼦群。

对于 G 的任意⼀个⼦集 S，我们都可以找到⼀个包含 S 的最⼩⼦群，我们称这个

⼦群是由 S ⽣成的⼦群，记为 < S >。⽐如⼆⾯体群 Dn =< {r, s} >。

最特殊的情况，当 S = {g} 时，< g > 表⽰由⼀个元素⽣成的⼦群，我们称之为循

环群。如果存在⾃然数 n，使得 gn = 1，那么 < g > 就是⼀个 n 阶群，所以有时我们

也称 n 是元素 g 的阶（或称周期）。

⼀个不太平凡的结论是循环群的⼦群都是循环群，证明它需要⽤⼀下整数的带余除

法。我们不难看出，循环群与 Z 或者 Z/nZ 存在本质上的联系，⽽群同态就是描述这种

联系的⽅法。

▶ 定义 1.4: 设 G1, G2 都是群，f : G1 → G2。若对任意的 a, b ∈ G1，都有

f(ab) = f(a)f(b)

则称 f 是群 G1 到 G2 的同态。不难自然地定义单同态、满同态。既是单同态又是

满同态的群同态被称为群同构。若 G1, G2 之间存在群同构，则称群 G1, G2 同构，记为

G1
∼= G2。
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可以证明⽆限循环群同构于 Z 的加法群，⽽ n 阶循环群同构于 Z/nZ。实际上，它

们作为群的性质没有区别。

举⼀些例⼦：

▶ 例 1.5: 我们把平面正 n 边形依次标记 1, 2, · · · , n，这样我们就有了一种方法把二面
体群 Dn 中的元素对应为 Sn 中的元素，记这种对应关系为 ρ : Dn → Sn，可以验证这

定义了一个单同态。所以有：

D3
∼= S3

▶ 例 1.6: 交错群是置换群的一个子群，但在定义它之前我们首先需要对置换进行分类
（我们后面会给出一个更细的分类）。

考虑下面的多项式：

P (x1, x2, · · · , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

定义：

∀σ ∈ Sn, σ(P )(x1, x2, · · · , xn) = P (xσ(1), xσ(2), · · · , xσ(n))

进一步定义：

sgn(σ) = σ(P )

P

可直接验证 sgn是从 Sn 到 {±1}的满同态。而如果 σ是一个对换，则显然 sgn(σ) =
−1。所以任一置换表示成对换乘积之后，对换个数的奇偶性就被唯一确定了。据此我们

将置换分为奇置换和偶置换，而且 Sn 中全体偶置换构成 Sn 的子群，我们称之为交错

群 An。

奇置换和偶置换之间是一一对应的，所以有 |An| = |Sn|/2 = n!/2。

交错群的一个有趣应用与 n-Puzzle 数字推盘游戏有关，此处不再展开。

⼀开始我们从置换群中抽象出群的概念，现在我们又要把⼀般的群放回置换群中去。

把群元素看成某个集合上的置换，群对集合元素的作⽤，可以反映出群本⾝的性质。这

种“具体化”的想法由群作⽤来实现：

▶ 定义 1.5: 设 X 是一个集合，G 是一个群，若映射 ρ : G → SX 为一个群同态，则称

ρ 是 G 在 X 上的一个群作用，记：

ρ : x 7→ gx = ρ(g)x, ∀g ∈ G, x ∈ X

ρ 是一个群同态意味着：

g1(g2x) = (g1g2)x

特别地，当 ρ 是一个单同态时，称它是忠实的（faithful）。
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为了⽅便，在不引起误解的情况下，我们经常⽤ G ↷ X 来表⽰我们定义了 G 在

X 上的群作⽤。G ↷ X 说明我们可以把 g ∈ G 看成集合 X 上的⼀个置换。

最⾃然的群作⽤是 SX ↷ X。另⼀个我们给过的例⼦是⼆⾯体群 Dn 在平⾯多边形

顶点集上的作⽤。我们还可以让群作⽤于另⼀个群，最简单的例⼦有：

▶ 例 1.7: 左正则表示：L : G → SG, g 7→ Lg，其中

Lg : G → G,h → gh

类似地可定义右正则表示。对于给定的元素 g 与子群 H ≤ G，我们可以确定一个

子集：

gH = {gh|h ∈ H}

我们称 gH 是 H 的一个左陪集，且 gH ≤ G。可以验证，两个陪集要么重合，要么

没有交集。

▶ 例 1.8: 共轭表示：Ad : G → SG, g 7→ Adg，其中

Adg : G → G,h 7→ ghg−1

不仅 Ad 是一个群同态，Adg 也是一个群同态。所以 Ad 的性质比一般群作用还要
好一些。同样地我们可以通过共轭表示确定子群 gHg−1 ≤ G，我们称 gHg−1 是与 H 共

轭的一个子群。

从这两个例⼦中，我们抽象出以下重要概念：

▶ 定义 1.6:
设群 G 作用在集合 X 上，对某个 x ∈ X，X 的子集：

orb(x) = {gx|g ∈ G}

我们称之为 G 过 x 的一个轨道，有时可以简记为 Gx。而 G 的子集：

stab(x) = {g ∈ G|gx = x}

组成 G 的一个子群（易证），称为 x 的稳定子群。

直观上（并且可以验证），轨道给出了 X 上的⼀个等价关系：a 等价于 b 当且仅当

a, b 属于同⼀轨道。该等价关系就确定了集合 X 的⼀个拆分（即 X 可表⽰为⼀些⼦集

的不交并），我们记商集为 X/G（即所有轨道的集合）。

特别地，如果我们取群作⽤为左正则表⽰，那么⼦群 H ≤ G 在 G 上的作⽤将 G 进

⾏了轨道分解，⽽这些轨道就是 H 的右陪集，所以对⼀般的 H ≤ G 我们都可以做 G

的陪集分解。陪集分解可推出⼦群的⼀个有趣性质：
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▶ 定理 1.1: （Lagrange 定理）
若 H 是有限群 G 的子群，则 |H| 整除 |G|。

证明它我们只需要再说明 G 的不同陪集之间存在双射即可，⽽这又是显然的（考虑

g1h 7→ g2h）。Lagrange 定理可帮助我们进⼀步理解群结构，⽐如：它说明了有限群中⼀

个元素的阶必定整除群的阶，或者说必定有 g|G| = 1。

▶ 例 1.9: 考虑群 (Z/nZ)∗，显然 (a, n) = 1 且 a < n 时，有：

a|(Z/nZ)
∗| = 1

这等价于数论中的 Euler 定理：

aφ(n) ≡ 1( mod n)

群作⽤是共轭表⽰时，群 G 对⾃⾝的共轭作⽤将⾃⼰进⾏了共轭类的拆分：

g1 ∼ g2 ⇔ ∃g ∈ G, s.t.g1 = gg2g
−1

▶ 例 1.10: 关于置换群的一个更细的分类：置换群的共轭类由置换群的型给出。将 σ ∈
Sn表示为轮换的乘积，其中长为 r的轮换的个数有 λr 个，则称 σ的型为 [λ1, λ2, · · · , λk]，

由定义可知：
k∑

i=1

iλi = n

而两个置换共轭（属于同一共轭类）的充要条件是它们有相同的型。如果 σ1, σ2 有

相同的型，且按对应顺序表示为轮换的乘积：

σ1 = (i1, · · · ) · · · (· · · , in), σ2 = (j1, · · · ) · · · (· · · , jn)

则：

g =

(
i1 i2 · · · in

j1 j2 · · · jn

)
即使得：σ2 = gσ1g

−1。

以上的讨论可以推⼴到⼀般的群作⽤中：

▶ 定理 1.2: （群作用基本定理）
设群 G ↷ X，则：

（1）同一轨道上不同点的稳定子群是相互共轭的，即

stab(gx) = g(stab(x))g−1
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（2）由（1），一条轨道上的所有稳定子群构成了 G 的一个拆分。且轨道上的点与稳

定子群的陪集是一一对应的。

（3）|G| = |stab(x)||orb(x)|,∀x ∈ X。

直接验证即可证明。这个定理说明了群作⽤ G ↷ X 不仅确定了 X 的轨道分解，还

通过 X 的每⼀条轨道确定了 G 的⼀个拆分，⽽且这个拆分即是陪集分解的⼀般推⼴。

▶ 例 1.11: 试证明：六面骰子有且仅有 30 种。

还有⼀个组合学常⽤的引理：

▶ 引理 1.1: （Burnside 引理）
设有限群 G 作用于有限集合 X，记：

Xg = {x ∈ X|gx = x}, g ∈ G

则有：

|X/G| = 1

|G|
∑
g∈G

|Xg|

证明: 证明的思路是“用两种计算⽅法计算同⼀对象”。考虑：

Z = {(x, g) ∈ X ×G|gx = x} ⊂ X ×G

定义：

πX : Z → X, (x, g) 7→ x; πG : Z → G, (x, g) 7→ g

则：π−1
X (x) = stab(x), π−1

G (g) = Xg，所以：

Z =
∑
x∈X

|stab(x)| =
∑
g∈G

|Xg|

即可推出原等式。

另⼀⽅⾯，陪集分解给出了商集 G/H，有时我们希望 G/H 也具有群结构。但它在

⼀般⽽⾔不满⾜群的条件，所以使 G/H 具有群结构的⼦群 H 的性质是很好的。

▶ 定义 1.7: 若对任意的 g ∈ G，H ≤ G 都满足 gH = Hg，则称 H 是 G 的正规子群，

记为 H ◁G。

有时我们也会⽤到如下判则：

H ◁G ⇔ ∀g ∈ G,h ∈ H,满⾜ghg−1 ∈ H
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设 H ◁G，我们定义 G/H 上的⼀个⼆元运算为 g1H · g2H = g1g2H。这个⼆元运

算是良好定义的，即：

g1H = g̃1H, g2H = g̃2H ⇒ g1g2H = g̃1g̃2H

进⼀步可以验证在该运算下，G/H 具有⾃然地群结构，我们称之为商群。实际上，

当且仅当⼀个⼦群是正规⼦群时，我们才能⽤如上步骤构造商群。在直观上，我们可以

认为商群是把群中⼀些元素“粘起来”得到的新结构，我们常常⽤它研究不同群之间的关

系。⽐如下⾯的定理：

▶ 定理 1.3: （群同态基本定理）
已知群 G 到 H 的同态 f，记：

kerf = {g ∈ G|f(g) = 1}, imf = f(G)

则 kerf ◁G, imf ≤ H，且：

imf ∼= G/kerf

由该定理我们得到如下图表交换：

G
f //

η

��

H

G/kerf f // imf

j

OO

其中 η : g 7→ [g]，[g] 为 g 所处的等价类，⽽ j 为嵌⼊映射。验证以上映射均是群同

态且 f 是群同构即可。

主要的理论内容到此基本介绍完成，但我们还需要⼤量的例⼦来帮助我们加深理解，

⽽且我们尚没有看到⼏何的门⼜。度量空间就是我们需要的载体：

▶ 定义 1.8: 在集合 X 上定义 d : X ×X → R，如果满足：
（1）对称性：d(x, y) = d(y, x)

（2）正定性：d(x, y) ≥ 0，且 d(x, y) = 0 ⇔ x = y

（3）三角不等式：d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

则称 d 是 X 上的一个度量，(X, d) 是一个度量空间。

▶ 定义 1.9: 若度量空间 (X, d) 上的变换 f : X → X 满足：

d(f(x), f(y)) = d(x, y),∀x, y ∈ X

则称 f 是 (X, d) 上的一个等距同构。(X, d) 上的所有等距同构构成一个群，运算取

变换复合，记为 Isom(X)。
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不难验证等距同构群是 SX 的⼀个⼦群。

▶ 例 1.12: 本章只处理两个最常见的度量空间：欧式空间 Rn 与酉空间 Cn。它们都具

有自然的线性结构，而且定义了内积：

< x, y >=
n∑

i=1

xiyi,∀x, y ∈ Rn;< x, y >=
n∑

i=1

xiyi,∀x, y ∈ Cn

这两个空间都自然定义了度量：

d(x, y) =
√
< x− y, x− y >

记 e1, e2, · · · , en 为 Rn 或 Cn 的⼀组标准正交基。如果 f 是⼀个 Rn 上的等距同构，

那么 f(x+ y) 的第 i 个坐标为：

φ(x+ y)i =< φ(x+ y), ei >=< x+ y, φ−1(ei) >= (φ(x) + φ(y))i

所以有：

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)

通过类似的⽅法我们可以证明：Rn（或 Cn）上的等距同构必定是 Rn（或 Cn）上

的线性变换。

我们知道，取定空间中的⼀组基之后，我们就可以把线性变换与矩阵⼀⼀对应起来。

在这⾥我们就不再仔细区分线性变换与矩阵（除⾮需要换基的时候），利⽤它们的联系

来解决问题：

▶ 定义 1.10: 下面的 K 指代 R 或 C，群的运算均取矩阵乘法（线性变换的复合）。

n 维一般线性群：GLn(K) = {A ∈ Mn(K)|detA ̸= 0}

n 维特殊线性群：SLn(K) = {A ∈ Mn(K)|detA = 1}

n 维正交群：On(R) = {A ∈ Mn(R)|A′A = In}

n 维特殊正交群：SOn(R) = {A ∈ On(R)|detA = 1}

n 维酉群：Un = {A ∈ Mn(C)|AHA = In}

n 维特殊酉群：SUn = {A ∈ Un|detA = 1}

可以证明，有下⾯的⼀⼀对应：

GLn(K) ⇔ Kn 上可逆线性变换

On(R) ⇔ Rn 上保持原点的等距同构

Un ⇔ Cn 上保持原点的等距同构

我们借此来讨论⼀些具体的情况：
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▶ 例 1.13: Rn 上等距同构有旋转、反射和平移。我们可以通过复合平移，把任意一个

等距同构转化为保持原点的等距同构。

根据线性代数中的 Cartan–Dieudonné 定理，我们可以把任意一个 Rn 上保持原点

的等距同构写成至多 n个反射的复合。借此我们可以把二维空间中保持原点的等距同构

分为旋转和反射两类，把三维空间中保持原点的等距同构分为旋转、反射、旋转与反射

的复合（旋转轴与反射面垂直）。比如：

逆时针旋转 θ:
(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
,关于 xy 平面反射:


1 0 0

0 1 0

0 0 −1


▶ 定理 1.4:
（1）SO2(R)的有限子群同构于有限阶循环群；O2(R)的有限子群同构于有限阶循环

群或二面体群。

（2）SO3(R) 的有限子群同构于有限阶循环群，二面体群，或者某个 Plato 多面体的
旋转对称群。

定理的证明较为繁琐，这⾥就略去了，但 Plato 多⾯体的⾃同构群是值得了解的内

容。

我们下⾯把等距同构推⼴到更⼤的范围：

▶ 定义 1.11: 对于 Kn 上的变换 f : Kn → Kn，如果存在 A ∈ Mn(K) 和 u ∈ Kn，使

得：

f(x) = Ax+ u,∀x ∈ Kn

则称 f 是 Kn 上的仿射变换。

任意⼀个仿射变换都可以写成平移和线性变换的复合。易证：当且仅当 A 可逆时，

仿射变换可逆。由此我们不难得到：

▶ 定义 1.12: Kn 上所有仿射变换构成一个群，我们称之为仿射变换群，记为 Affn(K)。

我们还有⼀个便于计算的⽅法：

Σ : Affn(K) → GLn+1(K), (f : x 7→ Ax+ u) 7→

(
A u

0 1

)

可以验证 Σ 是⼀个群的单同态，所以我们可以⽤矩阵来表⽰仿射变换。又由于 A 7→
(f : x 7→ Ax) 是⼀个单同态，所以我们可以认为：

GLn(K) ≤ Affn(K) ≤ GLn+1(K)

11



显然，我们有如下关系：

Isom(Rn) ≤ Affn(R),Kn ∼= Tn(K)◁ Affn(K)

其中 Tn(K) 为 Kn 上所有平移构成的群。考虑 π : (f : x 7→ Ax+ u) 7→ A，π 是⼀

个满同态且 ker(π) = Tn(K)，所以根据群同态基本定理，有：

Affn(K)/Tn(K) ∼= GLn(K)

类似地，我们有：

Isom(Rn)/Tn(R) ∼= On(R)

对于任意 f ∈ Isom(Rn)，我们可以把它写成⾄多 n + 1 个反射的复合。如果 f 保

持原点，之前已经说明过它可以写成⾄多 n 个反射的复合；如果它不保持原点，我们可

以⽤⼀个反射把 f(0) 映为 0，这样就把它转化为了第⼀种情况。据此我们可以把⼆维平

⾯上的等距同构根据反射复合的个数进⾏分类，分为反射、旋转、平移、滑移反射四种。

前两种变换有不动点，⽽后两种没有。

要想更本质地概括这⼀部分讨论的结果，我们还是需要引⼊半直积的概念。

▶ 定义 1.13:
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2 Möbius 群

Möbius 群是黎曼球⾯上的保⾓⾃同构群，我们将利⽤它引⼊复平⾯上变换与双曲

⼏何的⼀些基础概念。

▶ 定义 2.1: 在复平面上添加无穷远点 ∞ 就扩展得到黎曼球面 Ĉ = C ∪ {∞}。

Ĉ 与嵌⼊ R3 的⼆维球⾯ S2 可以通过球极投影 SP ⼀⼀对应起来，其定义如下：

SP : S2 → Ĉ, (x1, x2, x3) 7→
x1 + ix2

1− x3

不难发现 SP(N) = ∞，其中 N 为 S2 上的北极点。SP 的逆映射为：

SP−1 : Ĉ → S2, z 7→
(
2Re(z)
|z|2 + 1

,
2Im(z)

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
如果把 C 上的直接看做连接到 ∞ 的“圆”，那么球极投影可以把 S2 上的圆映为 Ĉ

上的圆，只需把 S2 上的圆分为经过 N 与不经过 N 的两类加以验证就可证明这⼀性质。

我们接下来讨论黎曼球⾯ Ĉ 上的⼀些常见变换。

▶ 例 2.1:
仿射变换：

φ : z 7→ az + b, a ̸= 0

当 a 的模长为 1 时，该变换为一个等距同构。显然仿射变换把 ∞ 映为 ∞。除此之
外，常见的变换还有反演变换：

T : z 7→ 1

z

反演变换把 0 与 ∞ 对应起来。仿射变换与反演变换都是共形变换，即保持向量之
间的夹角。

仿射变换和反演变换都具有保圆性，即把 Ĉ 上的圆映为圆，具体验证过程略去。
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▶ 定义 2.2: Möbius 变换即是 Ĉ 上的分式线性映射：

f : z 7→ az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0

不难看出，Möbius 变换包含着仿射变换与反演变换；另⼀⽅⾯，任⼀ Möbius 变换

都可以表⽰为仿射变换与反演变换的复合：

f1 : z 7→ cz + d, f2 : z 7→ 1

z
, f3 : z 7→

(
b− ad

c

)
z +

a

c
⇒ f = f3f2f1

所以 Möbius 变换也具有保圆性。同时，不难验证：Möbius 变换必定可逆，且其逆

也为 Möbius 变换；Möbius 变换的复合也是 Möbius 变换。这使我们可以把 Möbius 变

换与群联系起来。

▶ 定义 2.3: Ĉ 上全体 Möbius 变换构成一个群，称为 Möbius 群，记为 Möb(Ĉ)。

我们希望把 Möbius 群与已知的群联系起来，以便了解它的性质。通过计算 Möbius
变换的复合与逆，我们不难发现其与矩阵乘法之间的相似性。实际上，我们有如下关系：

Möb(Ĉ) ∼= GL2(C)/C∗ = PGL2(C) ∼= SL2(C)/{±I}

其中 PGL2(C) 是⼀个射影线性群。以上的同构关系由以下映射给出：

ρ : Möb(Ĉ) → GL2(C)/C∗,

(
f : z 7→ az + b

cz + d

)
7→

[(
a b

c d

)]

所以 Möb(Ĉ) 中的任⼀元素都对应于两个⾏列式为 1 的⼆阶复矩阵，且 Möb(Ĉ) 中

的映射复合可对应于矩阵的乘法运算。更进⼀步，我们可以把 Möbius 变换对 Ĉ 上元素

的作⽤也⽤矩阵乘法表⽰，只需使⽤如下表⽰：

z 7→ [z : 1],∞ 7→ [1 : 0]

其中 [z : 1], [1 : 0] ∈ P1，P1 为⼀个复射影空间，其中的元素可看成坐标向量模去⾮

零复数。这样 Möbius 变换就可以表⽰为：

f : P1 → P1, v 7→

(
a b

c d

)
v

映射 f 的不动点 p 被定义为使 f(p) = p 成⽴的点。在矩阵的表⽰下，Möbius 变换

的不动点可以与矩阵的特征向量联系起来，即如果 z 是 Möbius 变换 f 的不动点，则 z

对应 P1 中的向量是 f 对应矩阵的⼀个特征向量。
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▶ 命题 2.1:
（1）Möbius 变换只能有一个或两个不动点。
（2）若两个非恒等的 Möbius 变换具有相同的不动点，则它们可交换。

证明⽅法是将特征向量扩张为 C2 上的⼀组基，进⽽考虑在这组基下矩阵的可交换

性。线性代数告诉我们，两个矩阵可交换，意味着它们⾄少有⼀个公共的特征向量，但

不意味着它们有着完全相同的特征向量。所以 z 7→ z+1 与 z 7→ 2z+2 虽然可交换，但

并不具有相同的不动点。

利⽤球极投影（f = SPφSP−1 : Ĉ → Ĉ），我们可以把 Möbius 变换看成 S2 上的变

换。⽐如我们考虑 S2 上的⼀个转动 R ∈ SO3(R)，它可以看做是绕 e1, e2, e3 三个轴的

旋转的合成。记 Ri(θ) 表⽰绕轴 ei 旋转 θ ⾓，不难发现 R3(θ) 在球极投影后相当于在

Ĉ 上绕原点做⼀次转动。即 R3(θ) 对应如下 Möbius 变换：(
eiθ/2 0

0 e−iθ/2

)
另⼀个例⼦是 R2(π/2) : (x1, x2, x3) 7→ (x3, x2,−x1)，直接检验可知它也对应⼀个

Möbius 变换。这样我们就能得到：

R1(θ) = R2(π/2)R3(θ)R
−1
2 (π/2)

也对应⼀个 Möbius 变换，R2θ 同理。所以 S2 上的转动全都包含于 Möbius 变换，

即 SO3(R) 可⾃然看为 SL2(C)/{±I} 的⼦群。更进⼀步，在 Möbius 变换的背景下，我

们可以构造出如下同构关系：

SO3(R) ∼= SU(2)/{±I}

记 Möbius 变换 f ∈ SU(2)/{±I} 以及 S2 上转动 R ∈ SO3(R)，考虑映射：

φ : SO3(R) → SU(2)/{±I}, R 7→ f = SP ◦R ◦ SP−1

下⾯我们来证明 φ 是⼀个良好定义的群同构：

证明:
S2 上的⼀对对径点 p,−p 满⾜：

SP(p) = z ⇒ SP(−p) = −1

z

且易知 S2 上的转动 R 必定把球面上的⼀对对径点映为⼀对对径点，所以：

φ(R)

(
−1

z

)
= − 1

φ(R)(z)
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不难验证满⾜该条件的 φ(R) 必定落在 SU(2)/{±I} 中。

反之，我们任取 g ∈ SU(2)/{±I}，不妨记 g(0) = z0。取 S2 上⼀个转动 R′ 使

得 R′(SP−1(z0)) = SP−1(0)。由之前证明可知 φ(R′) ∈ SU(2)/{±I}，则复合 φ(R′)g =

[diag(exp(iθ), exp(−iθ))]，不难得到 g 对应 S2 的两个旋转的复合——即⼀个旋转。

▶ 例 2.2: 反演变换对应于矩阵： (
0 i

i 0

)
所以可通过球面旋转来实现。

接下来，我们希望寻找 Möbius 群中的“不变量”，借此深⼊讨论它的性质。

▶ 定义 2.4: 给定 Ĉ 上四个不同的点 z1, z2, z3, z4，定义它们的交比（cross-ratio）为：

[z1, z2; z3, z4] =
(z1 − z3)(z2 − z4)

(z1 − z4)(z2 − z3)
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3 基本群

我们已经定义过了⼀般的度量空间，对度量空间进⼀步抽象，我们就能得到更为⼴

泛的⼀种结构——即拓扑空间。注意我们会给出拓扑空间的严格定义，但这并不是这门

课的重点。

▶ 定义 3.1: 设 X 是一个非空集合，X 的一个子集族 τ 称为 X 的一个拓扑，如果它满

足：

（1）X,∅ 都包含在 τ 中。

（2）τ 中任意多个元素的并集仍在 τ 中。

（3）τ 中有限多个元素的交集仍在 τ 中。

集合 X 和它的一个拓扑 τ 一起称为一个拓扑空间，记作 (X, τ)，称 τ 中的元素为

这个拓扑空间的开集。

拓扑空间就是定义了开集的集合。定义了开集，也就定义了开集的补集——闭集。讨

论拓扑空间之间的映射时，我们⼀般考虑连续映射：

▶ 定义 3.2: 设 X,Y 都是拓扑空间，f : X → Y 是一个映射。如果对于 Y 中的任一开

集 V，f−1(V ) 总是 X 中的开集，则称 f 是连续映射。

记度量空间中的开球为 B(x0, r) = {x ∈ X|d(x, x0) < r}，定义开集 U 满⾜对任意

x0 ∈ U，都存在 r > 0，使得 B(x0, r) ⊂ U，这样度量空间就具有了拓扑结构。度量空

间中的连续映射也就与我们熟知的定义等价了：

▶ 定义 3.3: 设 X,Y 是两个度量空间。映射 f : X → Y 称为是连续的，如果

∀x0 ∈ X, ∀ε > 0,∃δ > 0, s.t.f(B(x0, δ)) ⊂ B(f(x0), ε).

两个可能会⽤到的引理：

▶引理 3.1: 设X,Y, Z 是拓扑空间，f : X → Y, g : Y → Z 是连续映射。则 g◦f : X → Z

也是连续的。

▶ 引理 3.2: （粘接引理）
设 A1, A2, · · · , An 是 X 的一个有限闭覆盖（每个集合都是闭集）。如果 f : X → Y

在每个 Ai 上的限制都是连续的，则 f 是连续映射。

后续的讨论我们必定会牺牲严谨性，但这些牺牲⽇后都是可以弥补回来的。下⾯我

们开始介绍拓扑空间的道路连通性：

▶ 定义 3.4: 拓扑空间 X 上的一个路径（path）指的是一个连续的映射

γ : I = [0, 1]→X.
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其中 γ(0) = x0 称为路径的起点，γ(1) = x1 称为路径的终点。γ 称为从 x0 到 x1

的一条路径。另外：

a）γ−1 : I → X, t 7→ γ(1−t) 称为 γ 的逆路径。

b）如果 γ(0) = γ(1)，我们称 γ 为一个圈（loop）。此时 γ 实际上给出了一个连续

映射 S1 → X。

c）如果 γ(t) = x0,∀t ∈ I，我们称 γ 为一个常值路径，记为 ix0
。

d）设 γ1, γ2 为两条路径，并且 γ1(1) = γ2(0)。我们定义它们的乘积为

γ2 × γ1 : I → X, t 7→


γ1(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

γ2(2t− 1),
1

2
≤ t ≤ 1

注: d）中两条路径的乘积也是⼀条路径，我们只需验证 t = 1/2 处的连续性即可。

路径的定义是我们建⽴基本群的基础。不难发现，我们可以在拓扑空间 X 上定义

⼀个等价关系：

x0 ∼ x1 ⇔ 存在从 x0 到 x1 的⼀条路径

⼀如既往，等价关系给出了空间的⼀个拆分：

▶ 定义 3.5: X 上等价关系 ∼ 的每一个等价类称为 X 的一个道路连通分支，X 的所有

道路连通分支构成了 X 的一个拆分。记

π0(X) = X/ ∼= {道路连通分支}

为 X 中所有道路连通分支的集合。如果 X 只有一个道路连通分支，我们称 X 为

道路连通的。

▶ 命题 3.1: 设 f : X → Y 是一个连续映射，则 f 将 X 中的道路连通分支映射到 Y

中的道路连通分支中。特别地，f 诱导了映射：

f∗ : π0(X) → π0(Y ).

证明: 只需证明若 x0 ∼ x1，则 f(x0) ∼ f(x1)。由于 x0 ∼ x1，则存在从 x0 到 x1 的路

径 γ，不难验证复合 fγ 就是从 f(x0) 到 f(x1) 的⼀条路径。

上述命题说明我们在讨论空间之间的连续映射时，只需要独⽴考察在每个道路连通

分⽀上的情形。因此，我们通常假设空间是道路连通的。

▶ 例 3.1: 从直观上可以判断，Sn、In 以及 X = x 轴 ∪ y 轴 ∪ z 轴 都是道路连通的。

▶ 例 3.2: 定义 R2 度量空间的子集：

X = {(x, sin 1

x
)|x ∈ R− {0}} ∪ {(0, y)| − 1 ≤ y ≤ 1}

X 被称为“拓扑学家的 sine 曲线”，它是一个典型的“连通但不道路连通”的例子。
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之后我们就将进⼊代数拓扑的部分，但在这之前，为了把繁杂的结论组织起来并给

出更⾃然的理解，我们不妨引⼊⼀点点范畴的语⾔。

▶ 定义 3.6: 一个范畴 C 由如下资料组成：
1）范畴 C 的对象：Obj(C)。
2）范畴 C 的态射：对于 A,B ∈ Obj(C)，有 HomC(A,B)。其中 f ∈ HomC(A,B)，

可记：

f : A → B or A
f−→ B

3）复合：对任意 A,B,C ∈ Obj(C)，以及 f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C)，存在

g ◦ f ∈ HomC(A,C)。而且满足：

（1）复合满足结合律。
（2）存在恒等态射：对任意 A ∈ Obj(C)，存在 1A ∈ HomC(A,A)，使得：

f ◦ 1A = 1B ◦ f = f, ∀A f−→ B

常见的范畴有：所有集合构成的范畴 Set（态射为映射），所有群构成的范畴 Grp
（态射为群同态），所有 Abel 群构成的范畴 Ab（态射为群同态），所有拓扑空间构成的

范畴 Top（态射为连续映射）。

▶ 定义 3.7: 对于从 A 到 B 的态射 f，如果存在从 B 到 A 的态射 g，使得：

f ◦ g = 1B, g ◦ f = 1A

则称 f 是一个可逆态射，且称存在可逆态射的 A,B 是等价的。

▶ 定义 3.8: 如果一个范畴中的所有态射都是可逆的，则称这个范畴为广群。

▶ 定义 3.9: 如果范畴 C′, C 满足：
（1）Obj(C′) ⊂ Obj(C)。
（2）HomC′(A,B) ⊂ HomC(A,B),∀A,B ∈ Obj(C′)。

（3）C′ 中态射的合成由 C 限制得到。
则称 C′ 是 C 的子范畴。如果 HomC′(A,B) = HomC(A,B),∀A,B ∈ Obj(C′)，则称

C′ 是 C 的全子范畴。

显然 Ab 是 Grp 的全⼦范畴。

▶ 定义 3.10: 如果 ∼ 是定义在每个 HomC(A,B) 上的一个等价关系，满足（相当于态

射等价类的复合）：

f1 ∼ f2, g1 ∼ g2 ⇒ g1 ◦ f1 ∼ g2 ◦ f2
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则我们可以定义商范畴 C′ = C/ ∼，满足：

HomC′(A,B) = HomC(A,B)/ ∼,∀A,B ∈ Obj(C′)

在拓扑范畴 Top 上，我们希望定义⼀个连续映射之间的等价关系，来构造商范畴，

这个等价关系便是同伦：

▶ 定义 3.11: 设 X,Y 为两个拓扑空间，如果 f0, f1 : X → Y 满足：

∃F : X × I → Y, s.t.F |X×0 = f0, F |X×1 = f1

则称 f0, f1 是同伦的，记为 f0 ≃ f1。

有时我们需要映射同伦保持一个子集不动：如果对于 A ⊂ X，有 f0|A = f1|A，而
且 F |A× t = f0|A,∀t ∈ I，那么在 f0 ≃ f1 的基础上我们称 f1, f1 相对 A 同伦，记为：

f0 ≃ f1relA

同伦定义了 Top 上的等价关系，我们只需再验证：

f0 ≃ f1, g0 ≃ g1 ⇒ g0f0 ≃ g1f1

即可定义⼀个商范畴。不妨设 f0 到 f1 的同伦为 F，g0 到 g1 的同伦为 G。再设 F

为 F 的“柱化”，即

F : (x, t) 7→ (F (x, t), t)

则 GF 就是 g0f0 到 g1f1 的同伦。所以我们可以定义商范畴：

hTop = Top/ ≃

并记：

HomhTop(X,Y ) = [X,Y ]

[X,Y ] 即为从 X 到 Y 的所有连续映射等价类的集合。

▶ 定义 3.12: 如果两个拓扑空间 X,Y 在 Top 中是等价的，则称它们是同胚的，记为
X ∼= Y；如果两个拓扑空间 X,Y 在 hTop 中是等价的，则称它们是同伦等价的，记为
X ≃ Y。

显然，拓扑空间的同胚关系蕴含同伦关系，但有时同胚关系太强了，我们需要⼀个

较弱的等价关系，同伦关系就是其中⼀种。

▶ 例 3.3: 常见同胚关系：
（1）R1 的开区间同胚于 R1。比如：

f : (−π

2
,
π

2
) → R1, x 7→ tanx
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（2）Rn 中的单位球体 Dn 的“内部”D̃n 同胚于 Rn：

f : Rn → D̃n, x 7→ x

1 + ||x||

（3）Rn − {O} ∼= Rn −Dn，同胚映射为：

f : Rn − {O} → Rn −Dn, x 7→ x+
x

||x||

（4）通过球极投影，我们可得 R2 ∼= S2 − {N}（N 为北极点）。

（5）所有凸多边形都互相同胚（通过分割三角形之间的仿射变换），并且都同胚于
D2（通过 (x, y) 7→ (

√
x,

√
y)）。

为了进⼀步的讨论，我们还需要引⼊函⼦的概念。

▶ 定义 3.13: 设 C,D 为两个范畴。一个函子 F : C → D 包含以下资料：
（1）对象之间的映射 F : Obj(C) → Obj(D), A 7→ F (A)。

（2）态射之间的映射：对任意 A,B ∈ Obj(C)，都有

HomC(A,B) → HomD(F (A), F (B))

可记为：

A
f−→ B ⇒ F (A)

F (f)−−−→ F (B)

（3）满足：
F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f),∀A f−→ B

g−→ C

F (1A) = 1F (A),∀A ∈ Obj(C)

特别地，如果 F : HomC(A,B) → HomD(F (A), F (B)) 是单射，则称 F 是忠实的

（faithful）。

▶ 命题 3.2: 设 F : C → D 是一个函子。若 f : A → B 是可逆的，则 F (f) : F (A) →
F (B) 也是可逆的。

我们之前定义了道路连通分⽀ π0(X)，实际上 π0 : hTop → Set 定义了⼀个函⼦。

若 f 是 hTop 中的态射，则 π0(f) 就是它诱导出的映射 f∗。作为推论，如果 X ≃ Y，则

π0(X) 与 π0(Y ) 作为集合是同构的。

▶ 定义 3.14: 设 C,D 为两个范畴，F,G : C → D 为两个函子。则 F,G 之间的自然变

换 τ : F → G 指的是一组态射：

τ = {τA : F (A) → G(A)|∀A ∈ Obj(C)}
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使得下面的图表交换：

F (A)
F (f) //

τA

��

F (B)

τB

��
G(A)

G(f) // G(B)

如果对于任意 A ∈ Obj(C)，τA 都是可逆的，则称 τ 是一个自然等价，记 F ≃ G。

⼀种看法是把⾃然变换与同伦对⽐起来。我们⼀般就认为⾃然变换是两个函⼦之间

的态射。与拓扑空间类似，我们可以借此定义两个范畴之间的等价关系：

▶ 定义 3.15: 如果两个范畴 C,D 之间存在函子 F : C → D, G : D → C，使得 F ◦G =

1D, G ◦ F = 1C，则称它们是同构的；如果存在函子 F : C → D, G : D → C，使得
F ◦G ≃ 1D, G ◦ F ≃ 1C，则称它们是等价的。

最后我们给出函⼦范畴：对于范畴 C,D，如果 C 的对象都是集合，那么我们可以定

义范畴 Fun(C,D)，其对象是 C,D 之间的函⼦，态射即是函⼦之间的⾃然变换。

接下来我们就要逐步给出拓扑空间的基本群。

▶ 定义 3.16: 通过保持端点不同的同伦，我们定义道路类：

[γ] = {γ̃ : I → X|γ̃ ≃ γ rel ∂I = {0, 1}}

路径乘法不满⾜结合律，但它定义在道路类上时（[β]× [γ] = [β]× [γ]]）是结合的，

即：

(γ3 × γ2)× γ1 ≃ γ3 × (γ2 × γ1) rel ∂I

结合逆路径和常值路径的性质，我们可以给出如下构造：

▶ 定理 3.1: 设 X 为一个拓扑空间。定义范畴 Π1(X) 为：

（1）Obj(Π1(X)) = X。

（2）HomΠ1(X)(x0, x1) = {从 x0 到 x1 的道路类}
（3）1x0

= ix0
。

这样定义的范畴 Π1(X) 是一个广群。

我们称 Π1(X) 是 X 的基本⼴群。对于⼀般的⼴群 C，任意 A ∈ Obj(C)，⾃然可构

造群：

AutC(A) = HomC(A,A)

任意 f : A → B，诱导群同态：

Adf : AutC(A) → AutC(B), g 7→ f ◦ g ◦ f−1
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这样就⾃然定义了函⼦：

F : C → Grp, A 7→ AutC(A), f 7→ Adf

根据这个⽅法，我们定义了函⼦：

Π1(X) → Grp

▶ 定义 3.17: 设 x0 ∈ X，定义：

π1(X,x0) = AutΠ1(X)(x0)

为 X 在 x0 处的基本群。

当 X 为道路连通空间时，它每⼀点处的基本群都是同构的（群同构为 [γ] 7→ [βγβ−1]，

β 为从 x0 到 x1 的⼀条路径），所以我们可以简记 X 的基本群为 π1(X)。

对于连续映射 f : X → Y，我们可以定义函⼦：

Π1(f) : Π1(X) → Π1(Y ), x 7→ f(x), [γ] 7→ [f ◦ γ]

实际上，我们有函⼦：

Π1 : Top → Groupoid, X 7→ Π1(X), f 7→ Π1(f)

Groupoid 表⽰⼴群构成的范畴，其态射即是⼴群之间的函⼦。

我们之前提及过⾃然变换与同伦之间的联系，下⾯这个命题解释了这⼀点：

▶ 命题 3.3: 设 f, g : X → Y 是同伦的，且由 F 给出。定义道路类：

τx0
= [F |x0×I ] ∈ HomΠ1(Y )(f(x0), g(x0))

这样 τ 就定义了一个自然变换：

τ : Π1(f) ⇒ Π1(g)

这个命题说明了 f, g 之间的同伦确定了 Π(f),Π(g) 之间的⾃然变换。⾃然就会得

到：

▶ 定理 3.2: 如果 X ≃ Y，f : X → Y 是同伦等价，则：

Π1(f) : Π1(X) → Π1(Y )

确定了范畴的等价。特别地，有：

π1(X,x0) ∼= π1(Y, f(x0))
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举⼀些基本群的例⼦：

接下来，我们就不再使⽤更多范畴的语⾔了。⽐起严格的理论，我们更想借助⼀些

例⼦来⼀窥拓扑的“样貌”。我们发现虽然已经严格定义了基本群，但计算⼀个具体的基

本群仍然是⼗分困难的，我们迫切需要⼀个简化问题的⽅法来帮助我们求出常见空间的

基本群。

我们从⼀类特殊⽽常见的连续映射说起（注意，为了简化问题，我们只考虑道路连

通的空间）：

▶ 定义 3.18: 如果一个连续映射 p : X → Y，满足对于任意 y ∈ Y，都存在一个包含 y

的开集 V，使得 V 的原像是 X 中一列开集 Uα 的不交并，即：

p−1(V ) =
⨿
α

Uα

并且对每个 Uα，p|Uα
: Uα → V 都是一个同胚，那么称 p是一个覆盖映射（covering

map），同时称 X 是 Y 的一个覆盖。

这个定义说明了，在局部上看 X,Y 是相似的，但整体上看可能有很⼤差别。

▶ 例 3.4: Ex : R → S1 是一个覆盖映射。

基本群在覆盖映射下有⽐较好的性质：

▶ 定理 3.3:
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